Secaola dc Dattorato cu Fsica

Dottorato di Ricerca in Fisica

Xlv¥ Ciclo (Anno Accademico 1996—99)

Statistica Applicata alla

Isica

F

Benvenuti

“Where shall | begin, please, your Majesty?” he asked.

the Walrus said,

“to talk of many things.”
(Through the Looking Glass)

“The time has come,”

“Begin at the beginning,” the King said, gravely,

“and go on till you come to the end: then stop.”

(Alice in Wonderland)

— W aurcizia Loretc

Secauola dc Dottorato ce Fiscca
Richiami di teoria della probabilita - |

® Fenomeni casuali; epazio dei risultati; spazio degli
eventi. Evento impo%ibile; evento certo. Frequenza
assoluta e relativa in N prove.

® Somma logica (unione) e prodotto logico (interse-
zione) di eventi casuali. Eventi condizionati.

e Definizione assiomatica di probabilita:
Pr(E) > O
Pr(S) =1
Pr(E4UEs--+)=Pr(Eq) + Pr(Es) + - -
(VEL,E, : E;NE, =0)

e Definizione empirica di pr‘obabilité:

Pr(E) = lim £(E)

N—a

e Definizione di limite statistico, lim x = X:

N—oo

Ve, 6 >0 — dM:

N>M = Pr<|x—X|26>§5

— W aurczia Loretc /
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Richiami di teoria della probabilita - Il Esercizio

Lanciamo un dado per due volte, e consideriamo i

® Legge della probabilita totale: seguenti eventi casuali

PREUF) = Pr(E) + Pr(F) —Fr(ENF) ® A, consistente nellottenere un punteggio dispari

® Legge della probabilita composta: sul_primo. dado;

® B, consistente nellottenere un punteggio dispari

Pr(ENF) = Pr(E) P'”(FlE) sul secondo dado;

= Pr(F) Pr(E|F) e C, consistente nellottenere un punteggio comples-
, o _ . _ . sivo dispari.
® Indipendenza statistica di uno o piu eventi casuali
® Teorema di Bayes: Quali di questi eventi sono tra loro statisticamente

indi i?
Pr(A)) - Pr(E|A) indipendenti

> [Pr(A)) - Pr(ElA))]

PI"(A,IE) =

—— WMaurisio Loreri 2 — M aurizio Loretc 3
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Soluzione Esercizio

Lanciamo una moneta per tre volte, e consideriamo i

® A ¢ indipendente da B; . , ,
seguenti eventi casuali:

e A ¢ indipendente da C:

y ® A: consistente nellottenere testa al primo lancio;

P'"(CV\) = PV‘<E> = > = Pr(C) ® B: consistente nellottenere testa al secondo

lancio;

e B ¢ indipendente da C (per la stessa ragione); , ,
e C: consistente nellottenere solo due teste, che

® | tre eventi non sono indipendenti (Il realizzarsi di : .
siano consecutive.
A e di B rende impossibile il realizzarsi di C).

Quali di questi eventi sono tra loro statisticamente

indipendenti?

— Waurczio Lorere & — WMaurczio Loretc 5



Secuola dc Dattorato cu Fiscca

Soluzione

S ={TTT,TTC, TCT,CTT,
TCC,CCT,CTC,CCC}

(A= {TTT,TTC,TCT, TCC}
< B=A{TTT,T1C,CTT,CTC}
LG = {TTC,CTT}

(Pr(A) =1

< Pr(B) = %
LPr(C) = %
-

ANB = {TTT,TTC}
{ Anc= {11}

BNC={TTC,CTT}
]

(Pr(ANB) =1 = Pr(A) - Pr(B)
S Pr(ANC) = £ = Pr(A) - Pr(C)
| Pr(BNC) = 3 # Pr(B) - Pr(C)

A e B sono indipendenti; A e C sono indipendenti;
ma B e C non sono indipendsnti.

— M aunczia Lonetc
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Esercizio

Due fisici esaminano indipendentemente un film che
registra il passaggio di un fascio di particelle
attraverso una camera a bolle, alla ricerca di
decadimenti rari: il primo ne trova nsy = 95 ed |l
secondo ng = 98. Se gli eventi trovati da entrambi
sono nas = 94, si chiede (supponendo di poter
approssimare ovunque le probabilita con le frequenze

rispettive):
1. 1l numero pil] probabile N di eventi;

2. Lefficienza complessiva ¢, ossia la pr‘obabilité che
tra i due osservatori almeno uno trovi un evento.

— W aurczia Loretc 7



Secuola dc Dattorato cu Fiscca

Soluzione
Na
Pr(A) = —
r(A) = =
ng
Pr(B) = —
r(B) = =
Pr(ANB) = AP Pr(A) - Pr(B) = na . e
N N
N = Na - Np
Nag
e =Pr(AUB)

= Pr(A) + Pr(B) — Pr(ANB)

Na + Ng — Nap

N
_ (na+ng—nag) Nag
Na + Ng

— M aunczia Lonetc
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Esercizio

Si progetta un esperimento per lo studio di eventi
(segnale) individuati da un rivelatore che reagisce
anche ad altri eventi (di fondo).

Si ammettono note la probabilita del segnale, quella
del fondo, e lefficienza del rivelatore (sia per il
segnale che per il fondo); quale & la probabilita che

un evento osservato appartenga al segnale?

— W aurczia Loretc g
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Secuola dc Dotrorats cu Fisica

(D4d - (4|24 + (8)4d - (5]¥)4d

= (J|g)id

(S)4d - (8]H)4d

:sokeg 1p ewsdoay |1 adesn ond 15 2 (Y|g)dd
auoiznjog

opalyo 15 (4|3)d 2 (S|d)d (4)4d “(8)dd 230U ouog

Richiami di teoria della probabilita - llI

e Variabili casuali, continue e discrete

e Probabilita e densita di probabilita:

Variabile discreta

Variabile continua

pi >0

f(x) >0

2ipi ="

fJ_er(x) dx =1

Pr(x € [Xo, xo + dx]) = f(xo) dx

Prixs < x < xo) = [ 7f(x) dx

X4

® Funzione di distribuzione:

F(x) =

Z pi = Jx_wf(t) dt

X <X

77
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Stime di tendenza centrale e di dispersione

Secuola dc Dattorato cu Fiscca

o Campioni e popolazione

e Valor medio e varianza di un campione:

o 6peranza matematica della variabile casuale x:

E(x) = pexe

J<+OO
-0

xf

(x) dx

® Varianza della popolazione:

Var(x) = E {[x — E(x)]z}

Var(x) = Zk Pk [Xk - E(X)]

— M aunczia Lonetc
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[x — E(x)]

2

2

f(x) dx

2z

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Speranza matematica delle combinazioni lineari
di variabili casuali

z = ax+ by
E(z) = > Fulaxi +by)
=ay xiy F+by vy F
= aE(x) + bE(y)

che si generalizza immediatamente per induzione

completa a

Z:Z,a;x,- =
i

E(z) =) aE(x)

— W aurczia Loretc 5
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Yarianza delle combinazioni lineari

di variabili casuali indipendenti

z=ax+ by

Fr = pigx
Ex)=E(y) =0 = E(z)=0

Var(z) = Zik Pre(ax: + by)*
= Zik piqk(azx? + b2yE + 2abxy)
= g° Z,’ p,-x,.z Zk qk+
+b° Zk qky’? Z/ pit
+ 2ab Z/ piXi Zk Gk Yk

= a° Var(x) + b* Var(y)

Che si generalizza prima a due variabili casuali
indipendenti aventi speranza matematica non nulla e
poi alla somma di un numero qualsiasi di variabili
casuali tutte indipendenti:

z= Z,- aj Xi = Var(z) = Z}, a> Var(x;)

— M aunczia Lonetc 74
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Richiami di teoria della probabilita - IV

Pr(|x—E(x)|26>: Z pi

|xi—E(x)|>€

Var(x) = E {I:x — E(x)]z}

|xi—E(x)|>e
> Z pi ¢ = ¢ Z pi
xi—E(x)|>e |xi—E(x)[>e

Da qui si ottiene la diseguaglianza di Bienaymé—
Cebydef: ponendo Var(x) = 0%,

Pr<|x—E(x)| > 6) < 0—2

&2
e, ponendo e = ko,
1

Pr(|x — E(x)| > /<a> < 2

— W aurczia Loretc 5
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Altre stime di tendenza centrale

e Moda (R):

e Mediana (X):

e Media geometrica (g):

e Media armonica (h):

e Media quadratica (q):

o Quantili:
* Quartili:
*x Decili:

*x Percentili:

f(%) = f(x)

F(%) = 0.5

i=1

N
1 1 1
PN
q=\
Q- Qs
Dy Do
Fr- - Foo

— W aurczia Loretc
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Altre stime di

Range (R):

Semidispersione (r):

Errore medio (e):

Intervallo Qz — Q4

Intervallo Foo — Pyo

diepereione

R = Xmax — Xmin

€= E[|x — E(x)|]

7



Secuola dc Dattorato cu Fiscca Secauola dc Dottorato ce Fiscca
| momenti - | | momenti - Il
e Momenti rispetto all’origine: e Corollari:
* = — =
A = E(xk) [I% E[x E(x)] O
. * Per distribuzioni simmetriche rispetto alla
— P media: pogpq =0
" * Ly =0 = Do — (M)?
= J X f(x) dx He 2 VA y
o e Coefficiente di asimmetria (skewness): o = —‘Z
o

® Momenti rispetto alla media:
U = E {[x — E(x)]k}
= I.P/[Xf - E(x)]k
+o

— J [x — E()]F(x) dx

e Coefficiente di curtosi (kurtosis): y = H—j —
o

e | momenti possoho hon esistere per popolazioni
composte da un numero infinito di individui.

e Momenti rispetto allorigine e rispetto alla media
per un campione: definiti analogamente, usando f;
al posto delle p; e X al posto di E(x).

— Waurczio Lorere 8 — WMaurczio Loretc
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La funzione caratteristica - |

® Funzione caratteristica:
¢x(t) — E(@itx)
+00 .
:[ e F(x) dx
(o trasformata di Fourier della f).

® La funzione caratteristica esiste sempre.

o f(x) = L Jm () dt

o1 o
(trasformazione inversa di Fourier).

® Solo se tutti i momenti esistono,

s (0",
9=2%
dpi(2)

dtk — (I)k Ak

t=0

— W aurczia Loretc 20
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La funzione caratteristica - Il

e Per la somma di N variabili casuali tutte

statisticamente indipendenti:

J =00 =1
N

=[]0
k=1

® Per una trasformazione lineare y = ax + b:
¢y (t) = E(¢"™)
_ E[ 6it(ax+b)]
— 8Ith(6itax>

— eitbcpx (at)
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Secuola dc Dattorato cu Fiscca

La funzione generatrice dei momenti

e Funzione generatrice dei momenti:

My(t) = E (&%)
= J+metxf(x) dx

—Q

e La funzione generatrice esiste solo se tutti i
momenti esistono. In questo caso risulta anche

-,
®=2
d*M, ()

Atk =

t=0

e Per una trasformazione lineare y = ax + b:
M, () = ¢ My (at)

® La funzione generatrice della somma di piu variabili
casuali indipendenti & uguale al prodotto delle loro

funzioni generatrici.

e Funzione caratteristica, funzione generatrice e
momenti sono caratterizzanti.

— W aurczia Loretc 4
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La funzione caratteristica
delle variabili casuali discrete

Per una variabile discreta x introduciamo la huova

variabile comple%a z =€ la funzione caratteristica

\

e

— Z Pk 6it><k
k

e rispetto alla z si pub scrivere

z) = Zk pez* = E(zx>

Per la somma di piu variabili indipendenti, le ¢(z) oi

moltiplicano:
t=x+y
Pelz) = ) Prix) Pr(v) 27
— Zj Pr(x;) 2" - Zk Pryy) z**

= ¢x(2) - Py(2)

e similmente per la somma di piL‘J di due variabili
indipendenti:

S=) % = ¢e(@) =[],

— W aurczia Loretc 23
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Somma di un numero casuale di variabili casuali

(discrete e indipendenti) - |

Per la somma di N variabili (con N prefissato)

provenienti dalla stessa popolazione:

bs(z) = [p(2)]"

Se anche N & una variabile casuale discreta con
funzione caratteristica ¢,

Pn(z) = ZN Pr(N) z"

risultera
Pr(S) = ), Pr(N) Pr(SIN)
$s(z) = > _Pr(5)-z°

— M aunczia Lonetc o4
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Somma di un numero casuale di variabili casuali
(discrete e indipendenti) - I

In definitiva:

bs(2) = Pn|Pu(2)]

Se N non ¢ propriamente una variabile casuale e pub

assumere un unico valore

N = No
si ricade nel caso precedente:

Pn(z) = '
¢5(2) = pu[d(2)] = [bel2)]"

— W aurczia Loretc s
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Cambiamento di variabile casuale - |

® Sc la corrispondenza tra x e y & biunivoca:
* v = y(x) & strettamente monotona
* Esiste la funzione inversa x = x(y)
* Se y(x) & derivabile lo & anche x(y); risulta
Y(x)#0 e
B 1
Y X))

® L’invarianza della probabilité su unh intervallo

X' (y) (#0)

infinitesimo, owero la condizione f(x)dx = g(y)dy,
implica
dx — dy = |y/(x)] dx
_ flx)
vl
f Ix(y)]

T YW
= f[x(y)]- [¥'(y)]

g(y)

— M aunczia Lonetc 26
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Cambiamento di variabile casuale - Il

® Sc¢ la corrispondenza non & biunivoca bisogna

vedere caso per caso. Se ad esempio

y =x° = X =./y

un particolare valore per la y corrisponde a due
eventualita esclusive per la x; percio

g(y)dy = [f(—=y) + f(\/y)] dx

a(y) = [f (=y) +f (V¥)] - IX(¥)]

_ =)+ (W)
23
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Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Cambiamento di variabile casuale - Il Variabili casuali bidimensionali - |

Consideriamo il cambiamento di variabile casuale
® Funzione di frequenza congiunta:

x—>y=F(X):J_ f(t)dt (y € 10.1]) f(xy)

da cui , e ,
e Funzione di distribuzione congiunta:

Y (%) = F(x) = f(x) S
F(x,y) = J duJ dv f(u,v)

La cor‘r‘iepondenza e biunivoca se risulta ovunque @ @

® Funzioni di frequenza marginali:

f(x) >0
r+o
In tal caso g(x) = f(x,y)dy
J —0
r+o
y'(x)>0 hy) = | f(xy)dx
B f(x) _, o)

g(y) = ly/(x)] — @ Funzioni di distribuzione marginali:
ed abbiamo cosi dimostrato che la funzione di G(x) = [ g(t) dt = F(x, +o0)
distribuzione di qualsiasi variabile casuale che possa J—w
assumere tutti i valori di un intervallo continuo & a H(y) = [ h(t) dt = F(+co, y)
sua volta distribuita uniformemente in [O,1]. J—o

® Condizione di normalizzazione:

F(4+0,4+w) =1

—— WMaurisio Loreri 28 — Wawrcgio Lonet



Secuola dc Dattorato cu Fiscca

Yariabili casuali bidimensionali - Il

Per definizione:

f(x, y) dxdy = g(x) dx - (y[x) dy
= h(y)dy - 7(x|y) dx

e Probabilita condizionate:

_ fxy)
x(y|x) = 00
w{ely) =

o lndipendenza statistica:

Due variabili casuali continue sono statisticamente
indipendenti se (e solo se) la loro densita di
probabilitd congiunta e fattorizzabile.

— W aurczia Loretc 30
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Esempio: decadimento debole della A°

A —p+x e AP — n+ 70

Il processo pud essere descritto da due variabili
casuali: ¢ (carica del nucleone) e t (tempo di vita
della A°).

Dalla teoria e dagli esperimenti: la legge di de-

cadimento ¢ la stessa per qualunque stato finale
(esponenziale con la stessa vita media t); ed |l

branching ratio ¢ indipendente dal tempo di vita, e
vale

Pr (/\o — p+ JE_>

Pr(A0 > n+a0) 5
Quindi: g(1) = g(1t) = %
1
4(0) = g(0l1) = &
a(6) = glelt) = T2

h(t) = h(th) = /’l(tl’]) = %e_%

f(c,t) =g(c) - h(t) = e

— W aurczia Loretc 37
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Esempio: decadimento debole KSE
KO - e~ +xt + 0, e KO et + 17 41,
Variabili casuali: s (F1, segno dell’elettrone) e t
(tempo di vita). Dalla teoria: la funzione di frequenza,

nellipotesi AQ = AS ed una volta definito

A +2
N(t,s) = e ™" + &% + 25 cos(wt) R

(M e As sono gli inversi delle vite medie del K? e del

KS, e w & la loro differenza di massa) &

£(t,s) = N(t,5)/ {Z J:ON(t, 5) dt}

(supposto di osservare tutti i decadimenti a qualsiasi

tempo di vita con efficienza 1): e non ¢ fattorizzabile.

h(t) zjfgzz (67" + &%)
9(o) = % e +42527)22j 402
o=
alotr) = S

— W aurczia Loretc 32
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Yariabili casuali bidimensionali - lll

® Valor medio (o eperanza matematica) di una

funzione w(x, y):

rmdxrmdy %9 F(x, )

—Q —Q

e Momenti rispetto allorigine:
Ao = E[X"y"]
® Momenti rispetto alla media:

Hon = E[(x = 210)"(y — 201)"]

53
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Yariabili casuali bidimensionali - IV
e Risulta:
* oo =1
* Ao = E(X)
* Aot = E(y)

* Lo =E {[x — E(x)]z} = Var(x)
*MQ:Eﬂy—HWf}:VWW)
w pr = E{ [x— E] by - B |

® 14 si chiama anche covarianza di x e y, e i

indica col simbolo Cov(x, y).

— W aurczia Loretc 34

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Yariabili casuali bidimensionali - VY

® Funzione caratteristica:

(ny(u’ V) —E [6/(UX+Vy>]

am+n¢xy

— (i m+nﬂ
AU By ()™ A

u=0
v=0

® Funzione generatrice:
M,y (u,v) = E [8(“X+Vy)]

am—l—n Mxy

= Amn
oum ovn

gl

u=0
v=0

35
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Yariabili casuali bidimensionali - VI

® Per un cambiamento di variabili casuali:
u=u(xy) Z v=v(%Y)

* Se la corriepondsnza & biunivoca, esistono le

funzioni inverse:
x = x(u,v) e y = y(u,v)

* Se esistono le derivate parziali prime della x e
della y rispetto alla u ed alla v, esiste anche non

nullo il determinante Jacobiano

o ox
a(x, y) — det ou ov
a(u,v) 2y OBy
ou  ov

dotato della proprieté che

a(x,w_[a(u,v) B
o(uv) — La(xy)

— W aurczia Loretc 36
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Variabili casuali bidimensionali - VII

In tal caso, dalla invarianza della probabilité per il

cambiamento di variabili

f(x,y)dxdy = g(u,v)dudv

si ottiene
g(u,v) = f[x(u,v), y(u,v)] - Z((Z 3V’))
—— Paunigéo Lorers 37
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Covarianza e correlazione - |

@ Condizione necessaria perché due variabili sia-
no statisticamente indipendenti e che la loro

covarianza sia nulla; in tal caso infatti
E(xy) = E(x)E(y)
® La condizione non & sufficiente: se ad esempio
y =X
ne risulta
Cov(x,y) = E(x°) — E(x) E(x)

nulla per tutte le distribuzioni simmetriche anche

se le variabili sono correlate.

— W aurczia Loretc 38

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Covarianza e correlazione - |l

Per una combinazione lineare z = ax + by di variabili

casuali qualeiaai, per la covarianza vale la

0% =a0” +b20y2 + 2ab Cov(x, y)

Infatti, per valori medi nulli (E(x) = E(y) = 0),

= ka Fic (32%2 + bzykz + Zabxiyk)
a°E(x?) + bPE(y?) + 2 abE(xy)

= a°0° + b202 + 2 abCov(x, y)

che si generalizza immediatamente alla combinazione

lineare di due variabili a valor medio qualunque.

— W aurczia Loretc 39
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Covarianza e correlazione - Il Covarianza e correlazione - |IY

Il coefficiente di correlazione lineare vale £1 se le

e || coefficiente di correlazione lineare e: L , .
due variabili sono legate da una relazione lineare:

_ _ Cov(x,y)
F—f”xy—TO_y y=ax+b
* Adimensionale Ely)=aE()+b
* Compreso tra —1 e +1; infatti, definendo Var(y) = a Var( )
zZ=0y,Xx o,y i ricava: E(xy) = E(ax® + bx)
Var(z) = J +0o? 02 + 20,0, Cov(x, y) = aE(x%) + PE(x)

=2[07 05 £ 0,0, Cov(x,y)] Covlxoy) = Elxy) = B EW)

-+ {1 )

= a Var(x)
da cui la tesi. Cov(x, y)
e Per le combinazioni lineari, z = ax + by: r= \/Var Var(y
\/ar(ax+by):aZJf+b20y2+2a'bf"Ux0y ﬂ = 31
a

® Non & necessariamente vero linverso; punti suU una

retta parallela allasse x hanno r indefinito (r = %)

pur essendo perfettamente allineati.

® Sc le variabili sono legate da una funzione non
lineare, non raggiunge i valori estremi £

— W aurczia Loretc &0 — Maurczia Loneti &7
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Il caso N-dimensionale - |

Densita di probabilita congiunta

F(x)

@ Funzione di distribuzione

F(X) = [j dxq - - JXN dxy £(X)

(09} —Q0

e Funzioni marginali

Densita di probabilita condizionate
® Indipendenza statistica di gruppi di variabili casuali

® Funzione caratteristica

bx(T) = [“ZM » F(ZXN F(X) €L

—Q —00

e Cambiamento di variabili:

XIH\Yk(X/I,---,XN)

o) = £( (1), (¥))

— M aunczia Lonetc %2
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Il caso N-dimensionale - |l

Per combinazioni lineari di variabili casuali

N
y = a; Xi
k=1
risulta:
N
E(y) = > aE(x)
k=1

N
Var(y) = Z a”Var(x;) + Z aiar Cov(x;, x¢)
k=1 f;’ékk
=ATVA

dove V & la matrice delle covarianze, di elementi

Vij = E[(X" — ) (x; = HJ)]
(v & il vettore dei valori medi delle x); V' & simmetrica,

e inoltre

Vi = Var(x;) e Vi; = Cov(xi X))

— Maurczia Loneti 45



Secuola dc Dattorato cu Fiscca Secauola dc Dottorato ce Fiscca
La distribuzione uniforme - | La distribuzione uniforme - Il
r+oo
f(x) =0 x<a, x>b M(t) = |  f(x)e™ dx
/] —Q
'F(X): a<x<b betx
b—a = ax
J,b—a
a _ 1 uqtb
F(x) =0 x<a T b-2a) ("]
{F(x)—;:z a<x<b :6tb_6ta
| F(x) =1 x> b t(b - a)
6itb _ 6/ta
(t) = ——
E(x) = 27 P = =)
2
b — 2
Var(x) = b—2)
12

— M aunczia Lonetc 44 — Maurczia Loneti
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La distribuzione uniforme - lll

e Esempio: il decadimento del x”
dF o d0 a  d(cos8)dg

Quindi cos @ e qb sono variabili casuali sta-
tisticamente indipendenti e con distribuzione

uniforme.

o Applicazione: humeri casuali con distribuzione data:

* |nversione della funzione di distribuzione;

* |l metodo dei rigetti.

— W aurczia Loretc %6
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La distribuzione normale - |

1 4=2)

f(x) =N(x;p,0) = e
(x) = N( ) o
o /[ 1 x—p\2 7LO
M (t) = e o 2(F) 4« ]
®) J_oo oV2T

2.2 §
_ () & |
bu(t) = ¢ ) |
| { | Lrl)
2 T 0 3 3 °
Q
3
i

— M awrcizio Lorete 48
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La distribuzione normale - Il

d
—M,(t) =M, (t) - (u+ c°t
S M(5) = Mu(2) - (4 + 0%%)
d — Y 2
ST(5) =Mi(1) ot
iy V] 4.2 , 2
a2 () = My(t) - (07t +07)
dM,(t
f0)=m = T8y
[ PG
d*M,(t) 2
Var(x) = o =
atz |,
— Waurczio Lorere 50
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La distribuzione normale - llI

Per la distribuzione normale:
pogys = O

(2K)1 o

Hok = —2’</<! o

Per la variabile standardizzata, u=
o

x—E(x)

14
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La distribuzione normale - IV La distribuzione normale bidimensionale
TEOREMA: combinazioni lineari di variabili casuali In due dimensioni,
normali statisticamente indipendenti tra loro seguono
anch’esse la distribuzione normale. flxy) =

1 x—tx \2_n,. x—bx)(y—Hy) Y—Hy 2
Yy = E Ak Xk 6{ 2(1-r2) I:( ox ) 2r ox oy +< oy > ]}
k

bl (,tuk_052t2> 2w o, oA —r?
t)=e¢e
: In funzione delle variabili standardizzate
Sk = A% x— E() y —E(y)
2 2.2 u= € == ~°
</’takuk—ak02kt ) Oy Oy
¢z, (t) = Py (at) =€
1 u2—2ruv+v2
g2 -2
f(u,v) = T
by () = ] ¢a(®) 2myA —r
- [/’t(Zkakuk)—é(ZkaEaE)} e r = O ¢ condizione necessaria e sufficiente perche
- X ed y siano indipendenti.
_ 6("W—t252) e Le distribuzioni marginali sono gaussiane:
con g(x) = N(x; px, 0x)
h(y) = N(y; by, oy)
— 2 _ 2 .2 y Yy

® Le densita condizionate sono anch’esse gaussiane;
ad esempio, f(x|y = yo).

— W aurczia Loretc 52 — W aurczia Loretc 55
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o) Te)
o N
o

o) L0
o N
o

2

1
f(x,2) ~ N(1.6,0.6)

0

-1
=2 --

-2
Sezioneay

-3

-4

56

— W aurcizia Loretc
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La distribuzione normale N-dimensionale - |

Nel caso piu generale la densita di probabilita di una

distribuzione Gaussiana N-dimensionale &

_4
f(x4,%2,...,%xn) = Ke 2 Xt X2 41)

ove H & una forma quadratica nelle variabili
standardizzate
X,'—E(X,')

gi

t,':

nella quale i coefficienti dei termini quadratici sono
tra loro tutti uguali; le t; generalmente non sono
indipendenti (e quindi H contiene anche i termini

rettangolari del tipo t; - ty).

K & poi un fattore di normalizzazione che vale

in cui A e il determinante della matrice (simmetrica)

dei coefficienti della forma quadratica.

— W aurczia Loretc 57
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La distribuzione normale N-dimensionale - Il

® La integrabilita di f implica che le ipersuperfici di
equazione H = cost. siano tutte al finito, e siano
quindi iperelli%i nello epazio N-dimensionale dei

pa rametri.

e Le funzioni di distribuzione marginali e condizionate
di qualeiaei sottoinsieme delle variabili sono ancora

normali.

® Esiste sempre un cambiamento di variabili x; — yi
che cambia H nella forma canonica (senza termini

rettangolari); in tal caso

N —1
A= [[’l Varm)}
k=1

f(y4""’yk> —

1 _% % [v—E(y)]?

N
[ [27 Var(y)]
k="

® Le y, sono statisticamente indipendenti (e

normali).

— W aurczia Loretc 58
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La distribuzione di Cauchy (o di Breit—Wigner) - |

1 1
f(x0,d) = — 5 (d>0)
d 1+ x=t
d
1 — 0
F(x0.d) = > + = arctan (X y >

e Nessuno dei momenti esiste (nemmeno la media)

e 7 ¢ la mediana della distribuzione, e d la larghezza
a meta altezza (FWHM)

® Funzione caratteristica:
Cpx(t; 9, d) — 6(I€t—ltld)

® Variabile standardizzata:
X—0
d

U= — Xx=ud+86

/]
T o)

F(u) 4+4 t
u)= — — arcranu
2 I

Pu(t) ="

— W aurczia Loretc 59
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04

60

— W aurcizia Loretc

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

La distribuzione di Cauchy (o di Breit—Wigner) - I

La distribuzione troncata ammette i momenti:

limitandoci alla variabile standardizzata,

flul =K <u<K)=

0] lu| > K
= 1 1
2 arctanK (1 + u?)

ul <K

(discontinua in u = %K);

E(ul—-K<u<K)=0

K
Var(u —K<u<K)= —— —1
arctan K




Secuola dc Dattorato cu Fiscca

La distribuzione di Cauchy (o di Breit—Wigner) - Il

Se le x¢ eono N variabili casuali indipendenti che
seguono la distribuzione di Cauchy con mediana 6, e
FWHM d,, una loro generica combinazione lineare

N
Yy = Zakxk
k=1
segue la stessa distribuzione. Infatti
b (£) = 711
e, definendo & = avx,
$5. (1) = by (at) = el lal o
N .
by(®) = [ | ¢ (2) = £277HIY
k=A

ove si & posto

N

N
t9y = aké’k e dy = Z |ak|dk
k=1 k=1

— W aurczia Loretc 62
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Rapporto tra due variabili indipendenti

Consideriamo |l rapporto tra due variabili casuali
statisticamente indipendenti, 6upponendo che la
seconda non sia nulla:

x ~ f(x)
y ~g(y) y#0
X
u=— X = Uuv
y
v=y y=v
f(xy) =1f(x)ag(y)
plu) = F o) [0
Ixy) _ || v u
ouv) || o 4
@(u,v) = f(u) g(v) v|
— WMaurczio Loretc 63
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La distribuzione di Cauchy (o di Breit—Wigner) - IV

[l rapporto tra due variabili casuali normali stati-

sticamente indipendenti & una variabile che segue la
distribuzione di Cauchy:

f(x), g(y) ~ N(O, 1) (y #0)

dap 1 o
a7 _ —[ o dt
du 1 +u?) o
1 —t1to
T
A
(1 +u2)
— M aunczia Lonetc 64
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La distribuzione log-normale - |

y =1Inx
(corrispondenza biunivoca); x > O.

1 1 (nxp)?
P(x) = =
o\ 2T X

® |l prodotto di due variabili log-normali ed

indipendenti & ancora log-normale.
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Secauola dc Dottorato ce Fiscca

La distribuzione log-normale - Il

2
(v —p—ko?) i Ta2 _ (y — p)°
202 2 2072
)
X = x* £(x) dx
Jo
o)
=| &Yg(y)dy
n+oo (i
= 4 5_[%_@] dy
J_w ON2T
1,202 +oo 1 (y_“_k”2)2
= 5(k'u+§k g )‘[ 6_ 252 dy
—_wO\ 2T
= 5(k“+%k202)

_ky

67
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La distribuzione binomiale (o di Bernoulli) - |

e Probabilita p costante su N prove (prove
indipendenti):

N!I

PI”(X; N) = 7}(! (I\/ _ X)l PX qN—X

e Variabile di Bernoulli, y:

E(y)=p
E(y?)=p
Var(y) = pq
N E(x) = Np
X = ny =
=1 Var(x) = Npq

68
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La distribuzione binomiale (o di Bernoulli) - Il

Funzione generatrice dei momenti:

o anche, ricordando che g =1 —p,

Me(t) = [1 +p(ef —=1)]"

Per la variabile standardizzata
x—E(x)  x—Np

Ox VNP

_ M : N
M.(t) =e Jiea [/l +p (e Npa —4)}

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

La distribuzione binomiale (o di Bernoulli) - Il

N t
—__F t+/\/1n[4+p<e¢~7@—4>}
vNpq

6vi|uppando in serie di MaclLaurin prima

x° X2
N1 +x)=x——=+—+"--"
epoi
=+ +f+£+
C TS T g

e svolgendo le potenze, si ottiene:

1 :
InM.(t) = 5 t2 + O(t°N"z)

Per cui

£2
lim M,(t) =eZ

N—oo

e la distribuzione binomiale tende asintoticamente ad
una distribuzione normale con la stessa media e la
stessa varianza.

— WMaurizio Lorete 70 — Maurczia Loneti 77
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La distribuzione binomiale (o di Bernoulli) - IV

X
e Per la fr‘equenza relativa f = — nelle N prove:

e Applicazione: gas perfetto

2
E(N1) = Np P v+ va
on, = /Npq
o, [
N/[ NP
— Waurczio Lorere 72
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Esercizio

Ci sono & dottorandi, ognuno dei quali passa in
Dipartimento il 50% del proprio tempo; quante

ecrivanie eervono per attrezzare unaula di studio
riservata ai dottorandi, nellipotesi che ognuno dei
presenti possa trovare un posto disponibile per

almeno il 90% del tempo?

— W aurczia Loretc 73
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Soluzione
p =05 g=1—-p =05 La probabilita che

in un gruppo di & dottorandi N siano presenti
contemporaneamente & data dalla distribuzione di
P(N) = CipNg®™N = C50.8°. Quello che si
chiede & di calcolare il minimo intero N per cui risulti
SV P() > 0.9

Bernoulli:

N| P(N) % F(0)
i=0
O | 0.004 | 0.004
110031 | 0.035
210109 | 0145
5| 0219 | 0.2063
410275 | 0637
510219 | 0655
© | 0109 | 0.905
7 1 0031 | 0990
& | 0.004 | 1.000

Servono almeno © scrivanie (nel qual caso i dottorandi
presenti troveranno posto nel 96.5% del tempo).

— M aunczia Lonetc 74
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La distribuzione binomiale (o di Bernoulli) - V

Eeempio: rapporto di asimmetria, R

F-B F-B 2F

“FiB- N N
Pr(F) = (g) pPrit—p)"
E(F>=NP

E(R) = —E(F)—1 = 2p—"1
4p (1 —
Var(R) = W Var(F) = P(N P)

F B
PN 1N

FB

ER)~2= —1 Var(R) ~ 4 =

75
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La distribuzione multinomiale

Pr(x4, X0, ..., Xpm) =
_ N! X1 X0 X
_X4!X2!"'XM!P/] Po * " Pum
con
M M
X = N ZP, =
=1 =1
Risulta:
E(X,‘):NP,' I:/],N
Var(x;)) = Npi(1 — p1) i=A,...N
Cov(xi, x;) = —Npip; I

® Esempio:  eventi nei bins di un istogramma

(la frequenza assoluta in due bins & correlata
negativamente)

— W aurczia Loretc 76
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La distribuzione di Poisson - |

o lpotesi:
* Pr(1;dt) = Adt
* lndipendenza statistica

* La probabilitél che piD di un evento si verifichi in

un tempo dt & infinitesima di ordine superiore
a dt

Eventi rari su larga base statistica
FP(xt+dt) =

= P(x — 1;t) Adt + P(x;t) (1 — Adt)

ip(x;t) = —AP(x;t) + AP(x —1;t)

dt
i P(O;t) = —AP(O;t)
at 7 ’
PO;t) = e

At)*
P(xt) = (7t) e "

x!
P(x;a) = g g

x!

— W aurczia Loretc 77
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La distribuzione di Poisson - Il

> a

tx) — Zetx .2
X=

o

:E(e
—a

o)
t)x

— W aurcizia Loretc

x=0

—a _ae*

=€ €

— 6a(et—/l)
@ E(x)=a
e Var(x) =a

® Tende asintoticamente ad una distribuzione

normale

® Esempi:  decadimenti; urti nei gas; numero di
particelle per burst; numero di interazioni per
unita di lunghezza; ionizzazione, bremsstrahlung,
etc. delle particelle; conteggio di cellule; gocce di

pioggia; incidenti stradali; ...

— W aurczia Loretc 79
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Bernoulli

50

— W aurcizia Loretc
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La distribuzione di Poisson - lll

® La somma z = x+y di due variabili di Poisson
indipendenti & ancora distribuita secondo Poisson:

M, (t) = 5(e =) (e’ 1)

— EHne—1)

Il valor medio di z &€ { =¢ +n.

*x Non vale per la differenza (che puo essere
negativa);

* Vale per la somma di un numero qualsiasi di
variabili di Poisson tutte indipendenti.

— W aurczia Loretc g7
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La distribuzione di Poisson - IV La distribuzione esponenziale - |
Applicazione: esperimenti negativi Sia la variabile casuale 0, intervallo di tempo tra due

eventi successivi il cui numero x segua la distribuzione

_t t
a = No(1—e7?) = NOE di Poisson:
© : At)*
PP(O) — a_e—a — 6—61 ~ 6—NOE PI"(X; t) — ( ) 6—;\1:
Ol Xl
Pr(0) > CL = T> _II\EOCE) Visto che nel tempo & non si verificano eventi,
n

Pr(6 >d) = Pr(0;d) = e
guindi la funzione di distribuzione di & &
Fld) = Pri6<d) = 1—eM

e la funzione di frequenza e esponenziale:

dF (o) iy

f(o) = ——= = f(O)=A

6)==; (6) = e
Si pub trovare, volendo, la funzione caratteristica;
che vale

A
t) =
Ps(t) = -

— W aurczia Loretc gz — W aurczia Loretc g3
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La distribuzione esponenziale - Il La distribuzione esponenziale - Il
| primi due momenti della distribuzione esponenziale Se la variabile casuale t seque la distribuzione
i possono trovare o integrando direttamente f(6), o esponenziale, calcoliamo la probabilita che t sia
derivando successivamente @s(t): maggiore di to + At condizionata dal sapere che t &
d s () y p i sicuramente maggiore di to:
= alw) - e
— af i o — i+)2 Pr(t > to + At
dt dt \A—it (A —it) et > o + Atle > t) = r(t > to )
' Pr(t > to)
des(t)|  _ 1 _ 20 .
at oo A / tooj—At e "dt
oo gt
1 e tdt
E(é,) — jto
A [_6—%]”0
. , . _ to+At
&2 s (t) _ CA2@-m)(-) 22 = [_6_%]1@
dt2 (A —it)* (A —it)? o
—ﬂ(to-l—At)
42 s (t 2 =g
Cpé( ) I i2 . E(é‘Z) e—ﬂto
datz |, A2
_ M
E(6%) = =
(6%) = > = Pr(t > At)
— E(52) — a1
var(6) = E(67) [E(5>] Y La distribuzione esponenziale non ricorda la storia
precedente: il presentarsi dellevento nel tempo At

non dipende da to.

— WMaurizio Lorete 54 — Maurczia Loneti g5
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Esercizio

Ad un incrocio stradale passa in media un’auto ogni
15 secondi; quale & la probabilita F che tra due
passaggi successivi intercorra un tempo compreso
tra 12 e 16 secondi?

— W aurczia Loretc 56
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Soluzione
Soluzione |
[00)
P=> P0:12) - P(i;4)

=1
@

= P(0;12) > Pl(is4)

=1
= P(0;12) [1 — P(0:4)]

12 4
=g 15 I:/] — 5—%]
~ 0.4493 - [1 — 0.7659]

~ 10.52%

Soluzione I

F(5) = Ae

P = rf(é) a5 = [-e¥]7 =

~
A=
£ty = 12 »~ =
t, = 106 )

7 B )

P =~ 10.52%

g7
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La distribuzione di Poisson - Y

Esempio: rapporto di asimmetria. Nellesempio
precedente abbiamo supposto N dato; invece N &
una variabile casuale distribuita secondo Foisson con
media v. Indicando con p la probabilita Pr(F),

Pr(F,N) =
Mo NI F N—F
=N AwN—mr P

Ponendo B=N—-F ¢ g=1—p,

_, wp)(vg)®
FIBI
-~ Fl Bl

Pr(F,B) = ¢

che ¢ il prodotto di due funzioni di frequenza di
Poisson.

La composizione di binomiale e Poissoniana equivale al
prodotto di due Poissoniane: il numero di decadimenti
segue la statistica di Poisson; la scelta dello stato
finale quella binomiale; e tutto awiene come se i
decadimenti dei due tipi si verificassero separata-
mente ed indipendentemente secondo la statistica di
Poisson.

— W aurczia Loretc 58
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La distribuzione di Poisson - VI

Accertato che F e B sono variabili indipendenti che
seguono la statistica di Poisson, per il rapporto
di asimmetria asintoticamente (quindi grandi N) si

ricava:

Q

Var(F) = E(F) F
Var(B) = E(B) = B

R=—
F+B — E(F)+E(B)
oR oR
+oF [F—E(F)] + 5B (B —E(B)]
ER) ~ E(F)—E@B) _ 2F _

4

= FrE7 [B*Var(F) + F* Var(B)]
4B FB
T (F+B?  N®

e le cose non cambiano rispetto alla precedente
analisi.

— W aurczia Loretc §9
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Distribuzione composta di Poisson — |

La funzione caratteristica della distribuzione di

Poisson pub essere scritta nelle due forme

Pult) = o)

$rlz) = 2

Riprendiamo la somma di un numero casuale di
variabili casuali aventi tutte la stessa distribuzione,

N
S = Z Xi
=1

I

Se sia N che ognuna delle x seguono la distribuzione

di Poisson, con medie v e ¢ rispettivamente,

qb (Z) — eu(z—/l)
N = olz) =17

ulz) =

(distribuzione composta di Poisson).

g0

— M aunczia Lonetc
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Distribuzione composta di Poisson — II

Per la distribuzione composta di Poisson si conosce
dunque la funzione caratteristica di variabile reale

¢s(t), che vale
v eg(eft—q)—
potey =L

Da essa si ricava:
dps(t)
dt

ds(t)
dat

= ¢po(t) v ef) g

=ivé

t=0

e, similmente, si potrebbe ottenere

Var(S) =vé(1+¢)

[0 e 2 ]
ol NI

g7
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Esempio: I'osservazione di un quark isolato — |

1. McCusker and Cairnhs
Evidence of quarks in air-shower cores
Phys. Rev. Lett. 23 (1969), pagg. ©586—659

2. Adair and Kasha
Analysis of some results of quark searches
Phys. Rev. Lett. 23 (1969), pagg. 1555—1256

5. Eadie, Drijard, James, Roos e Sadoulet
Statistical methods in experimental physics

pag. 53

In una camera a nebbia il numero medio di gocce

generate per unita di lunghezza da tracce di un certo
tipo & a = 229; ¢ stata osservata una traccia con
n = 110 gocce per unita di lunghezza sulle 55000
esaminate (f =1/55000 = 2 x 107°).

L’osservazione & significativa?

— W aurczia Loretc g2
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Esempio: I'osservazione di un quark isolato — Il

Prima interpretazione

® |l processo di generazione delle gocce seque la

statistica di Poisson.

La probabilita di osservare una traccia con 110 (o

meno) gocce per unita di lunghezza & quindi

110 k
229
Pr(n < 410) = > 0 6% = 1.6x10718

k=0

1% ordini di grandezza piu piccola della frequenza

5p6rimenta|e.

— W aurczia Loretc 95
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Esempio: I'osservazione di un quark isolato — Il

Seconda interpretazione

® In ogni scattering elementare vengono prodotte in
media v =4 gocce.

e |l numero medio di scattering elementari per unita
di lunghezza & 229/4 = 57.25.

® L’evento in questione ne ha 110/4 = 27.5.

La probabilita di causare meno di 26 scattering

elementari per unita di lunghezza vale

27 K

57.25

Pr(n < 110) = Z —
L K

e 9725 6.7 x 107°

pil‘J di 33 volte superiore alla frequenza osservata.

— M aunczia Lonetc 94
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Esempio: I'osservazione di un quark isolato — IV

Terza (¢ ultima) interpretazione

e Il numero s di scattering elementari per unita di
lunghezza e una variabile casuale che seque la
statistica di Poisson con media A =57.25:

26
Pr(s) =FP(s;A) = o e’

® |l numero g di gocce prodotte nel singolo scatte-
ring segue anch’esso la statistica di Poisson ed
ha probabilita P(g;u), con media p = 4.

® La distribuzione del numero k di gocce per unita di

lunghezza quindi segue una distribuzione composta

di Poisson.
k 25
Pr(k) [_(5y) e e“”il
kl sl
5=0
110
Pr(k < 110) = ZPP ~ 4.7 x107°

dello stesso ordine di grandezza della frequenza
osservata.

— W aurczia Loretc g5
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La distribuzione di Poisson - VIl La distribuzione di Poisson - VIlI
Ipotesi: un processo fisico segue la distribuzione di
Poisson; il valor medio x della distribuzione & noto d 4 e
. Pr(xe [x,x+dx]) = e 2 72
con un certo errore che supponiamo normale o2
x ~ N(x; p, 0) Pr(O|x) = ¢~
Quale la probabilita di osservare O eventi?
r(O;u, o) [ N(x; y, o) dx
= M, (—1)
)
Insomma:

PrO;p,0) =¥ - e%
Puo essere maggiore di 1 |l

u>o

—— WMaurisio Loreri 96 — Wawrcgio Lonet
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La distribuzione di Poisson - IX

® Eventi rari in assenza di fondo: la probabilité di
un seghale s é:
5%
Pr(s) = — &7 = P(5;9)
sl
® Sec S ¢ ignoto e sono stati osservati N eventi, si
puo dare un limite su S calcolando il valore S,
per il quale la probabilité di osservare un numero
di eventi non superiore a N vale una quantité

predeterminata: se

N

F(x;S,) =€
2.

x=0

diremo di poter affermare che S < S, con un

livello di confidenza
C[_ =€

intendendo con questo che, se risulta S < S,
in una frazione almeno pari ad e di esperimenti

analoghi al nostro otterremmo al massimo N eventi.

— W aurczia Loretc g8
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La distribuzione di Poisson - X

e Sc il fondo & presente, se & indipendente dal
seghale e se segue la distribuzione di Poisson
con valore medio noto F, gia sappiamo che la
probabilita di osservare N eventi tra fondo e
segnale segue la distribuzione di Poisson con
valore medio F 4+ S:

N
Pr(N) = P(N; F + ) = %e—(’%)

® OS¢ sono stati realmente osservati N eventi, si puo
determinare un limite superiore su S calcolando il
valore S, per il quale la probabilita di osservare

un numero di eventi (tra fondo e segnale) non
superiore a N e condizionato all’avere ottenuto un
numero di eventi di fondo che non puo superare N

vale una quantita predeterminata (PDG):

N
Z P(n,F +5,)
n=0

N

> P(f;F)

f=0

— W aurczia Loretc g9
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10 events observed
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Expected background (events)

5

Limite superiore (per un livello di confidenza del 90%) sugli eventi di segnale,

in funzione del numero atteso di eventi di fondo.
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La distribuzione di Poisson - Xl

® In presenza di indeterminazione Gaussiana del
fondo, F ~ N(F;ug,0F) con pg > of:

S -3(%E)
> %Q_Tn?wm:._.\nvm 2\ or
n=0

N =%
S (PR e i)
£=0

— Maurcizia Lonetc o1
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Teoria del campionamento casuale - |

Ipotesi: popolazione infinita (o reinserimento); in-
dipendenza statistica delle estrazioni; funzione di

ﬁ“equenza qualsiasi; esistenza della media.
F(X) = f(x1) - f(x2) - f(xn)

X & essa stessa una variabile casuale:

k=1 N
t\ N LN

#x0) = [#(5)] = [e]
d s (t LN—1 ddy(t) A

q;t( - N ()] Ci;t(’ ) N
b0)=| Fax = pO=1
d x(t) _dgu(t)

at | A |l

E(R) = E(x)

— M aunczia Lonetc 702
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Teoria del campionamento casuale - |l

Ipotesi aggiuntiva: esistenza della varianza.

A s(t) _

dt2

o [da ()7 4
=<N—4>[¢x(t’>]”'[ e )} N

= [l
= S E6A) — - [E(]
Var(R) = Valzl(x)

(03 =



Secuola dc Dattorato cu Fiscca Secauola dc Dottorato ce Fiscca
Il teorema di Cebisef La legge dei grandi numeri
Applicando la diseguaglianza di Bienaymé—Cebidef Sia un evento casuale A qualsiasi, e y la variabile di
Bernoulli connesea ad una prova:
Var(x)
Pr<|x— E(x)| > e> < — N
¢ g
f= N ZM‘
alla media del campione X si ottiene: i=1
Var(x Gia sappiamo come risulti
Pr(ls—EW] 2 0) < ) PP
Ne?
o E(y)=p
che implica
lim & = E(x) Applicando alla y il teorema di Cebisef, ne discende
N—a come corollario il Teorema di Bernoulli, o legge “dei

(teorema di Cebigef); I'unica ipotesi & l'esistenza dei grandi numeri™ la frequenza di un evento casuale

primi due momenti (media e varianza) qualsiasi (per cui esista media e varianza) converge

statisticamente alla sua probabilité.

— WMaurizio Lorete 704 — Maurczia Loneti (05
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Teoria del campionamento casuale - |l

Per la distribuzione di Cauchy,

qu(t) — 6(i9t—|t|d)
v0=[.(2)]
[6(/@5—%' d)]N

:6(i€t—|t|d) — Cpx(t)

La media del campione & distribuita come la singola
misura; effettuando pit di una misura non si
guadagna alcuna informazione (dalla media del
campione).
In casi come questo si puo usare la mediana del
campione, che, si puo dimostrare, ha distribuzione
asintoticamente normale con media € e varianza

1
AN [f(%: 6, d)]°

Var(X) =

e per la quale, owiamente,

lim Var(X) = O

N—oo

— M aunczia Lonetc 706
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Teoria del campionamento casuale - |Y

La varianza del campione e

N
Z(Xf — %)
=

Si prova facilmente che risulta

52:

=z

N
> [x—Ex)] =6+ [R—Ex)]
=1

Z| =~

Prendendo i valori medi

et} -

e quindi
Var(x) = E(¢?) + Var(x) = E(?) + Valrv(x)
E(5°) = N—1 Var(x) e Var(x)
— Maurczia Loneti 707 =—



Secuola dc Dattorato cu Fiscca Secauola dc Dottorato ce Fiscca
Il teorema del limite centrale - | Il teorema del limite centrale - Il
Siano N variabili indipendenti provenienti dalla stessa La variabile standardizzata
popolazione, avente funzione di frequenza qualsiasi S—E(9) 1 Nu
purche dotata di media p e di varianza o2 la Y= os a\/ﬁg_m/n

funzione di frequenza della media aritmetica del , o
ha funzione caratteristica

campione X & sotto queste ipote@i asintoticamente
normale con media y e varianza o /N e v
- Byle) = e o | —

o/N

: N - [0 ()]
5=) % Bo(t) = [e(t)] /N

k - : N
5 = | g oW Py | —=
E(S) = Nu Var(S) = No B o/N
Passando agli scarti dalla media, z = x — g t N
—ipt B /¢Z J\/N
¢-(t) = ¢ " Pu(t)
R 2\ 7"
i i i ittivol =|1-—=—0"+0| —
Se esistono tutti i momenti (restrittivol) J > No2 (Ng>]
QO ek
(it) - 2 N
b, (t) = Z Saiy} B t 3
= X = ’l—ﬁ—FO(N 2>

— M aunczia Lonetc 708 — Maurczia Loneti 710G
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Il teorema del limite centrale - lll Stime - |
Sfruttando il limite notevole Sia
I( X
- <4+_> _ & X ~ F(x;0)
X—+00 X

con @ parametro di valor vero (incognito) &*. OSi

i iene infin , . -
ol ottiene ¢ definisce come funzione di stima (o, brevemente,

! qb ) _% stima) una funzione che permetta di attribuire un
im =e _
y . . .
N—+o valore & al parametro ¢ a partire da N valori misurati
X:
C , 0 =06(X)
® la y & asintoticamente normale con media O e
varianza 1; - L C
¢ e una variabile casuale, quindi si possono anche
® La S ¢ asintoticamente normale con media Nu e per essa definire media e varianza.

varianza No?;
® La X & asintoticamente normale con media u e

. o?
varianza — .
N

*x Distribuzione asintotica delle medie dei campioni
* Poor man’s Gaussian random numbers generator

* |l prodotto di molte variabili casuali indipendenti e

asintoticamente log-normale.

— WMaurizio Lorete 770 — Maurczia Loneti 777 ——
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Stime - |l

Proprieta delle stime

® Stime consistenti:

lim 6 = &*

N—oo

e Stime indistorte:

E@) =6

e Stime efficienti:

* Concetto relativo

* || teorema di Cramér—Rao:
> Limite superiore per I'efficienza delle stime
> Condizioni per l'esistenza di una stima di

efficienza massima

e Stime sufficienti: in generale

f(@/[, 92, co ,19/\4;(9*) -
= M(64:6") - (62,05, ... 0 6"|64)

La stima & sufficiente se @ nhon dipende da 6*.

— M aunczia Lonetc e
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Stimainconsistente

Stima consistente

MM
A M

aplzedwiewns

eRlINep BUWINS

773
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Secuola dc Dattorato cu Fiscca Secauola dc Dottorato ce Fiscca
Stime - Il Stime - IV
e Funzione di verosimiglianza (o di likelihood): ® B’ spesso preferibile trovare il massimo del

N logaritmo della funzione di verosimiglianza, In(L):
Lx60) = | f(xs0) X
=1 In(L) = Z In f(x;;6)

=1

e Significato della funzione di verosimiglianza

e Stima di massima verosimiglianza, &: e La normality (asintotica) di & implica che la sua
> E’ sempre asintoticamente consistente. varianza sia approssimativamente data da
> E’ asintoticamente normale. n 4
, , _ _ . Var(f) = ——
> E° sempre, asintoticamente, la stima piu d= (In L)
efficiente. gz |,_;

> Se esiste una stima sufficiente, essa pub

A
essere espressa come funzione della sola 6.

— WMaurizio Lorete 774 — Maurczia Loneti 775 =
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La stima di massima verosimiglianza

E’ asintoticamente

® consistente: se

* f(x;0) & continua;

*x f(x;0) € dotata di derivata prima e seconda

rispetto al parametro;
i

*x 5€ f&bq s dxo - dxy commuta con = (ovvero

se il dominio di definizione della x non dipende

dal parametro).
® normale: se
* esistono i primi due momenti della f.
® di massima efficienza:

*x sotto le stesse ipotesi necessarie per la

consistenza.

776

— M aunczia Lonetc
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Un esempio di stima sufficiente - |

Sia un campione di N determinazioni indipendenti x;

di una variabile distribuita secondo Foisson:

X

a’  _
Pr(x;a) = — e
X
PI"(X/[,XQ,...,XN) =
X4 X2 XN
at g ah
= —¢ 61._6 a —e a
X! Xo! xp!

_ dNX 6—Na | (N)?)] | Nl\lx
(NX)! Xql e xol eyl NNX
— (Na)N)—< gNa (Nx)! 1
(N;()l X/]! . X2! . 'XN! NN

o |l primo termine e la probabilité che la variabile

abbia un certo valore; Pr(S) segue la statistica di
Poisson (come noto). Si osservi che, essendo noto

N, Pr(S) determina univocamente Pr(Xx).

— W aurczia Loretc 177 =—
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Un esempio di stima sufficiente - Il

@ |l secondo termine deve allora essere la probabilita
che i dati osservati valgano x4,xo,...,xy condizio-
nata allavere la loro somma il valore S (o, il che
¢ equivalente, condizionata allavere la loro media
il valore X). A posteriori si vede che la statistica

seguita & una multinomiale in cui i vari casi sono

tutti equiprobabili: py =po =+ =py = %
Pr(x4,Xo,...,xn;4)

= PI"()?, X4s XDy ooy XN;GI)

= Pr(X;a) - Pr(x4, %2, ..., Xn; d|X)

> Il secondo termine non dipende da a; qualunque
sia X, una volta noto il suo valore le x; sono
distribuite allo stesso modo (sono equiprobabili).

> Quindi X & una stima sufficiente di a.

— M aunczia Lonetc 78
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Un esempio di stima sufficiente - llI

X riassume la totalita delle informazioni contenute

nei dati; non ha alcuna importanza quanto valgano le
singole x;: una volta che se ne conosca la somma (o
il valor medio) questo & tutto quello che occorre per

stimare a.

In effetti, se la densita di probabilita delle x;
condizionata dal valore di X non dipende dal pa-
rametro, questo implica che qualunque funzione dei
dati ha densita (condizionata) che gode della stessa

proprieté.

Teorema®: 0 & una stima sufficiente di € se e solo
se la funzione di verosimiglianza e fattorizzabile nella

forma

Lt i) = F(8.6) - plxas - x)

ZEadie, Drijard, James, Roos, Sadoulet: Statistical methods in
Experimental Physics, Pag. 96.
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Il teorema di Cramér-Rao — |

Se
o f(x;0) & definita in una regione dellasse x
indipendente da o

d(Inf)
90

2(Inf)7°
medio del suo quadrato, E{[ (5; )] }

allora una qualaiaei stima imparziale g di 8 ha

ed esiste finito il valor

® esiste ovunque

varianza che non pub essere inferiore al limite di

Cramér—Rao:

Var(9) >

— M aunczia Lonetc 720
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Il teorema di Cramér-Rao — Il

Il segno di uguaglianza vale se e solo se esiste una

funzione R(9) del solo parametro & per la quale risulti

d(InL) Nﬁ(lnf) O(X4, Xps ooy XN) — 6
Z o0 R(9)

e, in @gl cas@-1

® la stima di minima varianza rende massima la

funzione di verosimiglianza;

® questa varianza minima vale R(&).

La condizione & restrittiva, e oi pub dimostrare come

implichi che la f(x;0) sia di tipo esponenziale.

2] =—
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Esempio: stima del valor medio di una

popolazione normale di varianza nota

1 1 2
f X3 ) = 6—ZQ(M—W
() oV 2T
1 1 )
Inf = — [HO’—EIH(ZJE)—ﬁ( =)
N 1 2
hl=-NIno — =In(2x) — =— > (x; — p)°
2 20 &
d(inl) 1 & N
== ) K—p==KE-p
du 02; o2
42 (I N
ind)__ % oo
dy? o2

® La stima di massima verosimiglianza & la media
del campione, I = X;

\

® ¢s5a ¢ (gia lo sapevamo) consistente ed imparziale;

® ¢ssa ¢ (per il teorema di Cramér—Rao) la stima
avente la minima varianza, che vale

Var(x) _ 0_2 — R(0)
N N

Var(f)) =

e quindi la stima di massima efficienza poeeibile;

® Inoltre X & una stima sufficiente di p.

— M aunczia Lonetc ez
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Esempio: stima della vita media - |

Nel processo di decadimento di una particella insta-

bile, indichiamo con t lincognita vita media e con t i

la distribuzione 66ponenzialez

E(t)=r<

1 ¢
f(t;T) = ~ e v =
Var(t) = t°

N 1
L= FWf:tb = _N —T 2t
k=1

In(L) = —NI —/]ZN:t——I\/ ‘ l
n(L) = nt Ek:4k_ E+nr,

dln(L)_ﬁ__ _ Az
= _7;2(1: T)=0 = =t
dzln(L)_ N

d1;2 —E—a(zt—'ﬁ)

2

£l _,

dr? =t

tempi (propri) di decadimento osservati, che seguono

Ammettendo per 'osservazione una efficienza unitaria,

(25
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Esempio: stima della vita media - |l

La soluzione di massima verosimiglianza © =1 &

® consistente ed imparziale (essendo il valor medio
del campione);

® di varianza minima (per il teorema di Cramér—Rao);

® guesta varianza minima e inoltre data dalla

Var(@) = Va;/(t) — % = R(6)

e sufficiente (riassume tutta linformazione del
campione).

— W aurczia Loretc z4
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Esempio: stima della vita media - llI

Normalmente |'efficienza non & unitaria; ad esempio
il nostro rivelatore pub avere dimensioni confrontabili

col cammino medio. In questo caso bisogna usare le
probabilita condizionate:

N %6—%
L = l—_l _ (tmindi _ (tmax)i
=1Le r —€
In(L) = —NInt+

N
t/ _ (Emin)i _ (Emax);
+Z ———lnje "+ —e ¢
¢ T
="

e, posto per brevita

_ (tmin)i _ (tmax)i
N e o
QO/(E) - _ (tmin)i _ (Tmax);
e T — é T

si arriva alla

dl 1 [ &
% = Z[ti— QOi(U)] — Nz

i=1

Il
O

che bisogna risolvere in modo numerico.

— W aurczia Loretc (25
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Esempio: stima della vita media - IV

e Non si puo garantire che le proprieta preceden-

temente delineate per T (consistenza, normalita,

efficienza, ...

finito.

) siano ancora valide, almeno per N

® Puo darsi che la funzione di verosimiglianza

ammetta pil‘J di un massimo, e non si sa a priori

quale convergera verso T”.

® L’errore della stima deve essere ricavato dalla con-

cavita della funzione di verosimiglianza, supposta

appr‘oeeimativamente normale.

— M aunczia Lonetc
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ar
f(x;a) = ol e
i

a

In[f(xsa)] =% - Ina—In(x!)—a

N
In(L) =NX-Ina— Z In(x;!) — Na
=1

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Stima del valor medio di una popolazione di Poisson

(27
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Stima di piu parametri — |
Il metodo della massima verosimiglianza si generalizza

facilmente alla stima contemporanea di piL‘J parametri:

X ~ f(x;6’4,6’2,...,6’M) = f(X,Q)
N

LX0) = | |f(x:0)
=1

N
In(L) = > In[f(x;6)]
i=1

(O 5%
w_, P,
26, 967
t91< — '{
o | 5% |
0, 2N
28, 267
— M aunczia Lonetc 8
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Stima di piu parametri — li

® Le¢ proprieta della stima di massima verosimiglianza
rimangono valide:

N

> Le stime € sono asintoticamente consistenti;

> La loro distribuzione e asintoticamente normale
(in M dimensioni);

> Le stime é tendono asintoticamente alla

massima efficienza;

> Gli errori sono legati allandamento di L[
nell'intorno del massimo:

52 Inf(x;04,0o,...,6
(Z—/])ij:_N'E{ nf(x; 04,0 M)}

06,06,

— W aurczia Loretc (2
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Stima di probabilita ignote

Siano M eventualita esaurienti e mutuamente esclu-
sive; in N prove effettuate le ﬁ“equenze assolute di

ognuna di esse valgano n;, con i =1,2,..., M.

<

In(L) =K+ > niIn(p)

con le p; vincolate dalla ) pi =1.

M M
f(E;Q) = Zr}, -In(p;) — A (Zp,- — 4>
‘ =1

of
T -0
o Px

A Nk

Pk = 2

— M aunczia Lonetc 750
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Stima dei parametri della popolazione normale - |

Gia sappiamo che

N 1 2
InL:—Nlna—Eln(ZJt)—— (% — )

2
20 p

2

Se 0 ¢ supposta ignota, le equazioni di massima

verosimiglianza sono:

(OIn(L) 1 < ~
ou = 2 ’:/](XI_IJ)—O

I

pinL) 1 [ < 5 ~
20 o3 [_4 (xi — 1) —NUZJ =0

I

Q

ed hanno lunica soluzione (un massimo)

( 1 N
p= N;X"
{ N
52 = 25 (o~ 6
) i=1




Secuola dc Dattorato cu Fiscca

Stima dei parametri della popolazione normale - Il

Entrambe le stime sono consistenti; la seconda non

e imparziale, ma pub essere resa tale:

N
6\_2 N 52 — 5\'2
N —1
che & appunto imparziale ma non & di minima
varianza:
Var(s®) = N—2 Var(6?) > Var(6?)
(N—=1)2

Il fatto che la varianza della popolazione abbia un
determinato valore non cambia il fatto che la nostra
migliore stima del valor medio della popolazione
sia comunque data dalla media aritmetica del
campione: valor medio e varianza del campione sono
statisticamente indipendenti.

La matrice delle covarianze vale

AD
)

N

K: pumny ,\2

, &

2N

note espressioni della varianza di i e di &; la loro

covarianza & owiamente nulla.

— M aunczia Lonetc 752
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' Unphysical
region for o

0 Sen[eA [BUSWLIOdXd S[qISSO]

Physical quantity o

/53

Determinazione degli intervalli di confidenza per un parametro a da cui
dipende una funzione di distribuzione nota di un esperimento.

— W aurcizia Loretc



Secuola dc Dattorato cu Fiscca Secauola dc Dottorato ce Fiscca
La distribuzione del y? - | La distribuzione del y? - I
Come & distribuito il quadrato di una variabile casuale Generalizzando,

normale standardizzata?

x ~ N(x0,1) N
X = ><,'2
y=x ;

fF(X;N) = N e
-.-I—Ooeitxg /] 3_?2 d 2 r(z)
= — X
— A/ 2T
N
— [ i 6-%(4—2%) dx Mx(t)=(1—2t) 2
B 2T
o E(X) =N
o _ 204 o
e, posto u® = x=(1 — 2it), var(X) = 2N
/1 J—I-oo /l 2
t) = —— @—? du
¢y (t) AN - N
i N(O, 1)
= (1 — 2it)"2 V2N

VoX —oN—4 —22 5 N©o,A)

— WMaurizio Lorete 754 — Maurczia Loneti (55
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(=]
I N M O
[ e | R |

20

10

05 -
04 |
03 |-

02 |/

0.6

756
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Secauola dc Dottorato ce Fiscca

La distribuzione del y? - llI

@ Regola di somma del y2.

® Variabili importanti distribuite come il 2

N o 2
* X:;<X'JH> N)CZ(N)
L x— &
* X:;( - ) ~ YZ(N =)
52
* X:(N—/l)p ~ Y2 (N =)

(157 =—
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La distribuzione del y? - IV

Consideriamo quella particolare trasformazione lineare

Xj — Vi = ZJAUXJ In cul

( 1
‘y4:ﬁ(X/]+X2+"'+XN)
P
> = —— (X4 — X
Y > 4 2
/]
< y3 = —=(x1 + X2 — 2x3»)
)
X4+X2+"'+XN_/]—(N—/|)XN
IN =
L N(N —1)
0ssia
(i — 4 1
=1 —
VN
r 1
<
A = <X / i(i—1)
i>1: '<J':' _ i—1
i(i—1)
L Lj>i O

58
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La distribuzione del y? - V

La matrice A & ortogonale:

N N N
ZAiink = Ok = ZX}Q :Z\yl?
i=1 i=1 i=1

ed & stata scelta in modo che
yi =VNZ
N
Z AZ =1 Vi
=1
N
Z Aij =0 i>
=

per cui

Var(y,) = Var(x) = o° Vi
E(y))=0 >

Insomma le y;, per i >, sono variabili casuali normali

con media O e varianza o©.

[5G
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La distribuzione del y? - VI

N
1
= — [ N#+ 3 %" —NZ
o =2
N
Sy
=%

X & distribuita come il y* a (N—A1) gradi di liberta.

\

La regola generale & che il numero di gradi di liberta
da associare a variabili che seguono la distribuzione
del ¥° & dato dal numero di contributi indipendenti:
owero il numero di termini con distribuzione normale
sommati in quadratura (qui N, uno per ogni deter-
minazione x;) diminuito del numero di parametri che
compaiono nella formula e che sono stati stimati

dai dati stessi (qui uno, la media della popolazione,
stimata usando la media aritmetica delle misure).

— W aurczia Loretc €0

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Il test del ¥
Dati raccolti in M classi di frequenza.

lpotesi (ammessa vera la conoscenza della distribu-
zione):

e Classi di frequenza ristrette: p; < 1, p? < p;, in
modo che la distribuzione (binomiale) nel singolo
bin si possea approssimare con la statistica di
Poisson:

Var (A,) = A,’

® Alta frequenza attesa: A; 2 5, in modo che in
ogni bin si possa ritenere valida I'approssimazione

normale alla distribuzione di Poisson: pertanto

X = ARSI
=1 A

/ X°(M—R—1)

Se vi sono classi con frequenze troppo basse, oi
usano classi di ampiezza variabile in modo che
A =b5=10

(4] —



Secuola dc Dattorato cu Fiscca

Esercizio

In uno dei suoi esperimenti, labate Mendel osservo

forma e colore dei frutti di molte piante di piselli,

classificandole in quattro categorie come segue (0; ¢

qui il numero di piante osservate in ogni categoria):

i Tipo O;

1 | Rotondi e gialli | 315
2 | Rotondi e verdi | 108
S | Oblunghi e gialli | 101
4 | Oblunghi e verdi 52

Mendel si aspettava un rapporto tra le popolazioni

delle quattro categorie di 9:5:5:1; i risultati sono

in accordo con queste previeioni?

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Soluzione

— M aunczia Lonetc

¢z

Il humero totale di osservazioni ¢ N = 550.

i | pi | Ar=Npi 0; g | Vi =Npig;
11 2 | 21275 | 215 | £ | 12683
2| = | 10425 | 108 | 2 | 8470
3| 2| 10425 | 101 | 22| 8470
4 2| 3475 | 32| 2| 3258

< (A-0)
X_ZTNO/W

4
=1 !

& distribuita come il y° a 3 gradi di liberta: un valore

superiore a quello osservato si presenta casualmente

nel 92.54% dei casi.

X'~ ¥?(X';®) =

P =~ 90.56%

(45
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Esercizio

Il Bortkewitch studio il numero di morti per calci di
cavallo nellesercito prussiano, registrando i decessi
verificatisi in 10 corpi d’armata nel corso di 20 anni
(per un totale quindi di N =200 casi). Le frequenze
assolute n; del numero di morti per corpo darmata
e per anno | sono riassunte nella tabella seguente:

i n;
O 109
1 ©b
2 22
5] 5]
4 d
Totale | 200

Si chiede di verificare se i dati sono in accordo con

la distribuzione di Poisson.

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Soluzione
/]
a= —)in = 01

N «

i pi A n; Vi
05434 | 108667 | 109 | 49.62
0.2314 00.29 65 | 44.51
01011 20.22 22

— M awrcizio Lorete 144

0.02006 411 )
0.0021 0.3
1| 01252 25.04 20 | 21.90

A X D> O

(109 — 108.67)? N (65 — 66.29)?
108.67 66.29
(26 — 25.04)?
25.04

~ 0.06291

& distribuita come il ¥* a 1 grado di liberta: la
probabilité di ottenere per motivi puramente casuali

un valore almeno pari a quello osservato e dell860.25%.

X' = 0.07997 = P ~77.75%

(G5 e
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100
50
I L s
\ \ \ \ I
O—l 0 1 2 3 4 5
— Waurczio Lorerc (46 =—

Secuola dc Dotrorats cu Fisica

1.000
0.500

0.200
0.100
0.050

\)
(e}
w
(e}
(o4
(e}

| IIIIIII|

0.020
0.010
0.005

0.002
0.001
1

|
2 3 45 7 10 20 304050 70 100

Il livello di confidenza come funzione del valore del y° e del numero n di gradi
di liberta.
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Secuola dc Dattorato cu Fiscca

Il metodo del minimo y? - Il

Trascurando il secondo termine (lecito asintoticamen-

te; metodo semplificato del minimo x°):
M
— Np; \ 2p;i
552
P 5ak
Se i bins coprono tutti i valori permessi,

i ny — NP, 3,9, _
pi day a

="

i opi opi
E_P_NZ P
Mp,ﬁak 561/<

e lultimo termine si annulla, essendo
M M
ap; o i
—_ = — = —1=0
/:Z’] 561/< 561/< ’:ZP 5a/<
quindi

" n Opi
ST 0 (k=1.2...K)
= P 9k

— M aunczia Lonetc 750

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Il metodo del minimo y? - 1lI

Applicando invece il metodo della massima verosimi-

glianza:

M

L(a«az,..-,ae)aﬂpf”'

=1
M
:K+Z Inp,

oIn(L) _ < n op ~
o Zmaak 0O (k=1,2,...,R)

| due metodi (della massima verosimiglianza e del x?
semplificato) conducono asintoticamente allo stesso

risultato.

— W aurczia Loretc 157 =—
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Test di omogeneita — |

Siano Q campioni indipendenti di dati, composti da
n4,No,...,Ng valori ciascuno; e, allinterno di ogni
campione, i dati siano divisi tra P classi esaurienti
e mutuamente esclusive; consideriamo il problema di
verificare lipotesi che i dati provengano dalla stassa
distribuzione.

Campioni
bia b2 b1z o0 Vi | My
Voa Voo v e U2 | M2
Gruppi | Vaq cer e e e | My
Vea  Vpo  ccr et Umy | Mp
M4 o Nz v Na N

Ammessa vera I’ipoteei, si dimostra che

X=N| > —L -1 ~ X2 (X:K)

— M aunczia Lonetc 752

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Test di omogeneita — Il

Sia p;, con i=1,2,...,F, la probabilita che un dato
scelto a caso appartenga alla i-esima classe; ¢ sia
q;(j =1.2,...,Q) la probabilita di appartenenza al
campione j-esimo. Dall'insieme dei dati possiamo
ricavare (P —1) stime indipendenti delle p; e (Q—1)
stime indipendenti delle q;:

m n
p= e %=

(S

La variabile casuale

- Zzwjfm%
= Npgy

(v
= J-QW+WW
= |_Npia;

—2N+N
th%
_ ('/u>2 _N

7 Npig;

deve essere distribuita come il ¥Z.

(55
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Test di omogeneita — lll

Sostituendo le espressioni per i valori stimati delle

pi e delle g;, si ottiene

v
X =N }J:m nj—4

[l numero di gradi di liberta & dato dal numero di
contributi (AR), diminuito di 1 per tener conto del
vincolo sul numero totale di dati, e di (F—1)+(Q—1)
che & il numero dei parametri indipendenti stimati

dai dati stessi; e vale quindi
K=RR-1-F—-1)—(QR-1)
=R —-P-Q+
K=F-1)QR-1)

— W aurczia Loretc 54
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Il test di Kolmogorov e Smirnov

Confronto tra campione e distribuzione:

5= max{|F(x) - q>(x)|}

PI"(§ 2 5@) = FKS(éé)

& k2 2
Fra(x) =2 > (—1

k=1

0.11
5(3:(\/_ 012 + )50
VN

Confronto tra due campioni:

= max{|F4 }
~ N4Na

N =

e Non richiede la definizione (in genere arbitraria)
delle classi di frequenza;

e B’ (relativamente) indipendente dalla variabile
casuale usata;

® B’ poco sensibile nelle code e molto nella zona
mediana;

® Nessun parametro deve essere stato stimato dai
dati.

— W aurczia Loretc 155 =—
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Esercizio

Per una ricerca statistica si & misurato il peso di 345 bambini e 326 bambine
di 11 anni; le frequenze osservate, per classi ampie 2.5 Kg, sono riportate
nella tabella seguente:

Peso M F Peso M F Peso M| F
40.0-42.5 d O 525-55.0 | 80 | b9 ©b.0-675 | 4 | 10
425-450 | 2 1 55.0-575 | 72 | b5 ©75-700 | 2
45.0-47.5 9 7 575-60.0 | 41 | 45 70.0-725 | 1
475-50.0 | 35 | 37 ©0.0-625 | 27 | 22 725-75.0 | O

50.0-525 | 65 | 41 ©2.5-65.0 7 | 20

Le osservazioni sono compatibili con popolazioni normali?¢ E sono compatibili

tra di loro?
— Maurnczie Lonetc 756w
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Bambine:

Secuola dc Dattorato cu Fiscca

9
X;::Z

=1

Pr(X > X¢) =~ 0.05%

— W aurczia Loretc

Soluzione - 1l
raggruppando P> 65

F
Peso = Af oF
475 | 0059 | 191863 | &
475-50.0 | 0072 | 22599 | 37
50.0-5625 | 01156 | 284956 | 41
525-550 | 0159 | B1.724 | 59
550-575 | 0176 | B7.207 | &
575-60.0 | 010 | 622156 | 48
©0.0-625 | 0120 | 39.222 | 22
©2.5-65.0 | 0074 | 24207 | 26
205.0 | 0061 | 20012 | 26

% ~ 24.287 ~ ¥*(6)

58
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Soluzione - I

Tabella delle contingenze: raggruppiamo P< 475 ¢ P> 65

0| O | ~
< | AN D
| 0[] ©
>~ O [ D
Al || O
>~ © || O
Al || O
>~ 0[O
Al | AN ©
~ | Q] D
| T[] O
AN | QI O
>~ [ O || O
<
OO ®
Q| W[ ©
<
[ ~ || ©
Q| J || O
<=
|| O
O | O || D>
)| Q| ~
~ Al

23.77 ~ ¥°(8)

X =

~ 0

Pr(x® > X)

Kolmogorov & Smirnov:

(P € [55,57.5])

Oops = 0.1290

Pr(d > 50]76)

0.25%

~
~

59
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70 75

65

60

55

50

55 60 65

50

75

70

75

70

45 50 55 60 65

40

760
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Test basati sulla curva normale

° Compatibilité del valore misurato con un numero

preﬁeeato

® Tests two-tailed e tests one-tailed:

u= KXol ~ N(u; 0,1)
Var(x)

N

se I’ipoteai e vera.

o Compatibilité di due valori misurati:

u= X~ ~ N(u;0,1)
\/Var(x) N Var(y)

N, N,

se lipotesi e vera.

e Limiti della validita del test; i piccoli campioni.

7167 =——
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Esercizio

Su N campioni scelti a caso dalla lavorazione di un
conduttore di rame si misura la forza F; (in Kg-peso;
i =1,...,N) necessaria per spezzare il cavo stesso.
Valor medio ed errore quadratico medio dei valori F

valgono rispettivamente (sempre in Kg-peso)

U= 2611 e o=238

Supposto che la popolazione delle F segua la legge
hormale di distribuzione, e che la dimensione N del
campione ci consenta di ottenere una buona stima
della varianza della popolazione, a quale forza i cavi
resisteranno con un livello di confidenza P = 99.99%7

— M aunczia Lonetc 762
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Soluzione — |

Ammettendo di conoscere valor medio F* e scarto
quadr‘atico medio o* della popolazione delle F, per

ipoteei

d
L o N(FF, o)
dF

e si chiede di stimare un valore Fp tale che

T Y
dF ezl5) = p
F, 02T

*

Sempre per ipotesi, 0" = 0; se fosse anche F* = |, la

riesposta (one-tailed test alluno per diecimila) sarebbe

F=p—-3710c = 246.9 Kg

F* non & nota; p@rb si sa che & distribuita

normalmente con densita di probabilité

dp * o
F =N (F s s JH) ove o, = W
— Maurczia Loneti 765 =
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Soluzione — 1l
ap _
dF
T B e R R =
= | dF” e 27 e i
J o OV2T o 2T

che e la convoluzione delle due funzioni N(F;0,0)
e N(F*;p,0,).

convoluzione di due funzioni & il prodotto delle

La trasformata di Fourier della

trasformate, per cui

De(t) = o377 b7 )

_ . [ity— % (02 +Jf)]

che & la funzione caratteristica di una distribuzione

ancora normale, con valor medio pu e varianza

N+
2 2 _ 2
o +0'u— N o

per cui la risposta e

N + 1
Fo:u—5.74aq/T

— W aurczia Loretc 64
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La distribuzione di Student - |
J u~ N(u;0,1)
t = —— —
X p)
- X~ x=(X;N
N (X;N)
(statisticamente indipendenti)
T O I
Tt N4
@ INe-T(3) (1+2)°
E(t) =0
N
Var(t) = N_2 (N>2)
flr) ——  N(&:0,1)

Per N = 1 la distribuzione di
quella di Cauchy.

Student si riduce a

765 =
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2

——— Student, n=4

Student, n
Gauss: N(0,1)

0.5

766
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La distribuzione di Student - Il

Compatibilité} tra valore misurato e numero pre-

determinato per piccoli campioni:

IWpoteeL

~ N(u;0,1)

~ x*(X;N =)

~t(xsN—1)

~t(xsN—1)

ammessa vera

167 =——
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La distribuzione di Student - llI

Compatibilité tra due valori misurati per piccoli

campioni, ammesso che abbiano la stessa varianza

o
PEDYL S P s
B N+M-—2
_(N=M) e+ (M=)
N+M-—-2
Y (N=1)s5 +(M—1)s]
0—2
_ &° 2
_(N+M—2)p ~x(N+M=2)
. (x — ¥) — [E(x) — E(y)] ~NO)
o® (5 + )
u
t= — ~t(N+M—=2)
N+/\)§1—2

t= ~t(N+M=2)

— M aunczia Lonetc
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La distribuzione di Fisher - |

X ~ x°(M) Y ~ 2*(N)

(statisticamente indipendenti)

X
vt
N
f(w;M,N) =
T (7w
rZ)TE) ¢+ dw) 7
Ew) = N N>2
N—-2
2 —
Var(w) = cN(M+N=2) N> 4

M(N — 2)2(N — 4)

— W aurczia Loretc 716G
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La distribuzione di Fisher - Il

/I
f(w; M, c0) = v )(Z(W;M)

f(w;o0,N) =N

X (w;N)
u ~ t(u; N) = u? ~ f(u% 1, N)

Per due campioni indipendenti

57 55
X=M-1)— Y =(N-1)—2-
2 2
5 0.
w=— —=% ~fw;M —1,N =)
55 05

Test dell'ipotesi 04 = 021 ammessa vera lipotesi

stessa,
52
w=— ~fw;M—1,N = 1)
92

— M aunczia Lonetc 70
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La verifica delle ipotesi

® Ipotesi nulla ed ipotesi alternativa

* Non necessariamente complementari
® La regione di rigetto, R
® La regione di accettanza, A=S—-1%
® | possibili errori:

* Rigettare un’ipotesi vera (errori di prima specie):
F = Pr(E € R|Ho)

* Accettare un’ipotesi falsa (errori di seconda

specie):
P =Pr(E € AlH,)

® Significanza del criterio, a=1-Fh

e Potenza del criterio, p=1-F

Il criterio del rapporto delle verosimiglianze:

_ _ L(x|Ho)
B = {” = L) k}

— W aurczia Loretc 177 =—
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Primo esempio — |

[ x ~ N(x; p, o) (con o > 0O noto)
< Ho = {/.J = O}

LHa={p =1}

1 o~ 5,7 H)

f(xpy,0) =
( ) o\ 2T

(% — IJ)2
202

Inf(xsp0) = —Ino —In(v2r) -

In{ = —Nlno — Nin(v2) — Z(;T—g“)z
= —Nlno —Nlin(vax)-

5 (o = 2 + 1)
- 20%
= —NIno —Nlin(vax)-

> xZ — 2NRu + Np?
2072

— W aurczia Loretc ze

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Primo esempio — I

IhA=1InL(x0,0)—InL(x1,0)
N

J— — N o
Qk: |nﬂ—?ﬁ(4—2X)<lﬂk
__ N—20%Ink
X>———=¢C
2N

Il

(75 =
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Il lemma di Neyman-Pearson — |

7¢

Lemma: Se si ha a disposizione un campione di N
valori indipendenti x; da utilizzare per discriminare

tra un’ipotesi nulla ed un’ipotesi alternativa entrambe
semplici (owero del tipo 0 =0y € € = 0,), a parita di

[ Errori di tipo |

] significanza a, la massima potenza del test (owero
la minima probabilita di commettere errori di seconda

epecie) si ottiene definendo la regione di rigetto Ry

[ ] Errori di tipo 11

0 attraverso una relazione del tipo:

. _ _ L(x[Ho)
B = {”‘ L(xlF-) <k}

c=|0.6

-05

-1
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Il lemma di Neyman-Pearson — I

Dobbiamo trovare tra tutte le regioni di rigetto R
che soddisfano alla

J Lx0o)dx = A =1—a
R
quella che rende massima

p= J L(x:6,)dx

R
e dimostrare che &
7
R, = {z _ Llxlfo) _ k}
L(x]6.)

Ora, per qualunque R e qualunque funzione @(x),

R = (riﬂz)u(ﬁkﬂ@

R=(RNR)U(RNTR)

— M aunczia Lonetc 76

Secauola dc Dottorato ce Fiscca

Il lemma di Neyman-Pearson — Il

J L(x6,) dx — J £(x16,) dx =
Ry r

:J _L(zlé’a)dé—[  L(x16,) dx
BT RO,

— A~

> 2| cdeoyax- |

L~ Rkﬂ?

L(x]60) d&]

’Rﬂ?k

_ L(Kleo)dﬁ—J L(&lﬁo)dz]

®

(177 =—
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Secondo esempio Il rapporto delle massime verosimiglianze

Sia L =L(x%04,02,...,04).

([ ~ N(x;p,0) (con o> 0O noto) ® Sc Hp consiste nellappartenere P < M dei
{ Ho={u=0} parametri 0; ad una regione Q dello epazio dei
parametri, e H, nel non appartenervi
UHa = {p >0} o S¢ [(5) & il massimo valore della funzione di
4N verosimiglianza nell'intero spazio dei parametri;
In{(x0,0) = =N ]“(0@> T o2 X o S¢ [(R) & il massimo valore della funzione di

i=1 . ,
verosimiglianza in Q;

In L(x; s, 0) = =N In(a@)—

i puo usare come criterio per definire Ry

1 (&
- xi° — 2NXp, + Np,? p
202<; ? a> ’EkE{ﬂ:L()<k

6)
IhA=1InL(x0,0)—L(xHs0)

[\

Se si conosce la distribuzione di A ammessa vera Hgp

— Nia (1, — 28) < Ink i puo calcolare la significanza del test:
2072
2 52 k
Re=< %> Npa” —207Ink _ P =Pr(A€[0,kHo) = [ g9(A|Ho) d2
2N, 0
o o e si puo dimostrare che comungue
f’1=J N(X;Q—) dx P q
. VN

N—oo

—2Ihd ———  ¥*(P)

— WMaurizio Lorete 778 — Maurczia Loneti (7G
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Terzo esempio

-

x ~ N(x;p,0) (con o > 0O noto)
'< Ho = {u = O}
LHa = {IJ % O}
> %2 — 2Ny + Np?
InL = —N In(cv/2x) — o
A 2% = Nx= xZ — Nx?
InL(8) = =N In(ovam) — == ——
2
InL(R) = =N In(ov/2x) — S
nA=InL(B)—InL(B) = —ZLN

202 Ink
By = {22>— JN” }_{|x|>c}

Il criterio di verifica & sostanzialmente un test sul

80
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Quarto esempio

Ho = {P, = JT//}

Ha = {Pl # ﬂ:i}

Il criterio di verifica dellipotesi & differente da quello

dato in precedenza ().

(Fie{12...

(Vie{1.2,....M})

M})
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Quinto esempio - | Quinto esempio - 1|

Ammessa vera Hop

([ x ~ N(x; p, o) (con o > 0O ignoto) In/ =
§ Ho={p=o} N 91 X
=—NIno — 7 In(27) - FZ
UHa = {p # pol} =
N che ha un massimo per
N g
nL=-NlIno -3 In@x) = == > (x—
2 20% & q N
o | 2
Sappiamo gia che il massimo assoluto si ha per i=1
4N che vale
U= X € N 2; X N
= InL(R) = —= In > (%
e vale quindi i=1
N
N + - InN— = In(2x) — =
In L = —— In Z 2 2
i=1
+ N In N N In(21) N
2 2 2

— M aunczia Lonetc 752 — Maurczia Loneti V44—
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